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Reviewing BMC

Given M = (S, I, R, L) and LTL property φ
We create a satisfiability instance that encodes
• System state transitions: 

• I(s0) Ʌ R(s0, s1) Ʌ … ɅR(sl, sl+1) Ʌ… Ʌ R(sk‐1, sk)

• Set of loop‐conditions: L(l, k)= R(sk, sl)
• Inductively constructed VC for negation of φ

• Fφ: ⊧଴௞ߨ Fφ = s0⇒φ ⋁ ⊧	ଵ௞ߨ Fφ
• Gφ: ⊧	଴௞ߨ Gφ = s0⇒φ Ʌ ߨଵ௞	⊧ Gφ; skmust loop back to sl



Reviewing Abstraction

Given  , 
Suppose  where
• iff

• ଵ ଶ iff
ଵ ଶ ଵ ଵ ଶ ଶ ଵ ଶ

• ௛ ௗ ୀௗ෠



Abstraction Visualized



Cone‐of‐Influence Reduction

ܫ ≐ ݔ ൌ 0 ∧ ݕ ൌ 0 ∧ ݖ ൌ 0 ∧ ݑ ൌ 0
ܴ ≐ ᇱݔ ൌ ݔ ൅ ݕ ∧ ᇱݕ ൌ ݕ ൅ ݖ ∧ ᇱݖ ൌ ݖ ൅ 1 ∧ ᇱݑ ൌ ݑ ൅ 2
߶ ≐ ݔሺܩ ൒ 0ሻ

Computing CoI:

଴ܥ ൌ ݔ , ଵܥ ൌ ,ݔ ݕ , ଶܥ ൌ ,ݔ ,ݕ ݖ ଷܥ , ൌ ଶܥ

The abstraction is:

መܫ ≐ ݔ ൌ 0 ∧ ݕ ൌ 0 ∧ ݖ ൌ 0
෠ܴ ≐ ᇱݔ ൌ ݔ ൅ ݕ ∧ ᇱݕ ൌ ݕ ൅ ݖ ∧ ᇱݖ ൌ ݖ ൅ 1



Counter‐example Guided 
Abstraction Refinement

Construct ܯ෡ Model Check ܯ෡ ⊨ ߶

Is counter‐example 
spurious?

Analyze proof of 
UNSAT

refine

ܯ ߶ ݄

݄ → ݄′

෡ܯ yes

no
CEX

no Abstract CEX

yes

BMC 
unsat
proof



CEGAR: Example

ܫ ≐ ݔ ൌ 0 ∧ ݕ ൌ 0 ∧ ݖ ൌ 0 ∧ ݑ ൌ 0
ܴ ≐ ᇱݔ ൌ ݔ ൅ ݕ ∧ ᇱݕ ൌ ݕ ൅ ݖሺ݁ݐ݅ ൒ 0, ,ݖ െݖሻ ∧ ᇱݖ ൌ ݖ ൅ 1
߶ ≐ ݔሺܩ ൒ 0ሻ

መܫ ≐ ݔ ൌ 0
෠ܴ ≐ ᇱݔ ൌ ݔ ൅ ݕ
Abstract CEX: (0, 0)  (0,‐1) (‐1,10)

CEX is spurious, as y=0, y’ = ‐1 is not possible, so we refine

መܫ ≐ ݔ ൌ 0 ∧ ݕ ൌ 0
෠ܴ ≐ ᇱݔ ൌ ݔ ൅ ݕ ∧ ᇱൌݕ ݕ ൅ ݖሺ݁ݐ݅ ൒ 0, ,ݖ െݖሻ



Proof‐Based Abstraction

BMC for k steps
ܯ ⊨௞ ߶

Analyze proof: pick 
vars to make visible Model check ܯ෡ ⊨ ߶

UNSAT? ෡ܯ

SAFE

CEX?

CEX

Initial
k

Set k = length of CEX



PBA: Example

ܫ ≐ ݔ ൌ 0 ∧ ݕ ൌ 0 ∧ ݖ ൌ 0 ∧ ݑ ൌ 0
ܴ ≐ ᇱݔ ൌ ݔ ൅ ݕ ∧ ᇱݕ ൌ ݕ ൅ ݁ݐ݅ ݖ ൒ 0, ,ݖ െݖ ∧ ᇱݖ ൌ ݖ ൅ 1 ∧ ᇱݑ ൌ ݑ ൅ 2
߶ ≐ ݔሺܩ ൒ 0ሻ

BMC for 2 steps gives us a proof involving x,y,z
So we refine the abstraction to include these vars

መܫ ≐ ݔ ൌ 0 ∧ ݕ ൌ 0 ∧ ݖ ൌ 0
෠ܴ ≐ ᇱݔ ൌ ݔ ൅ ݕ ∧ ᇱݕ ൌ ݕ ൅ ݁ݐ݅ ݖ ൒ 0, ,ݖ െݖ ∧ ᇱݖ ൌ ݖ ൅ 1

Complete model checking procedure proves ߶ on ܯ෡



Unbounded Model 
Checking Using Craig 

Interpolants



William Craig (1918‐2016)



Craig Interpolants

For two formulas  and 
such that  , a Craig 

interpolant is a formula 
such that:

3. The nonlogical symbols 
in  occur in both 

A

I

B



Reverse Interpolants

For two formulas  and 
such that  is 

UNSAT, a reverse 
interpolant is a formula 
such that:

is UNSAT
3. The nonlogical symbols 

in  occur in both 

A

I

B



Computing Interpolants from 
Resolution Proofs

¬ܽ ∨ ܾ ܽ ¬ܾ

ܾ

٣

Resolution proof for: (¬ܽ ∨ ܾሻ, ܽ, ¬ܾ

Given a proof of UNSAT Π of ܣ ∪ ܿ for all vertices ,ܤ ∈ ஈܸ let ݌ሺܿሻ be:
• If ܿ is a root then:

• If ܿ ∈ ܣ then ݌ ܿ ൌ ݃ሺܿሻ
• Else ݌ ܿ ൌ ١

• Else, let ܿଵ, ܿଶ be preds of ܿ	 and let ݒ be their pivot variable
• If ݒ is local to ܣ, then ݌ ܿ ൌ ݌ ܿଵ ∨ ݌ ܿଶ
• Else, ݌ ܿ ൌ ሺܿଵሻ݌ ∧ ݌ ܿଶ

Interpolant is ݌ሺ٣ሻ

ܾ ٣ ١

ܾ

ܾ

Let A ൌ ሼ(¬ܽ ∨ ܾሻ, ܽሽ	B	ൌ	ሼ¬ܾሽ



Interpolation based MC

݇ ൐ ܯ;0 ൌ ,ݐ݅݊ܫ ܴ, ܾܽ݀ ; 	ܲ ൌ ݐ݅݊ܫ
If ݐ݅݊ܫ ∧ ܾܽ݀ is SAT then return UNSAFE
repeat

• ᇱܯ ൌ ܲ, ܴ, ܾܽ݀
• ܣ ൌ ଵܨܧܴܲ ′ܯ
• ܤ ൌ ଴௞ܨܨܷܵ ′ܯ
• If ܣ ∧ ܤ is SAT:

• If ܲ ൌ ݐ݅݊ܫ return CEX
• Else increase k; ܲ ൌ ݐ݅݊ܫ ; continue

• Let ܳ be an interpolant for ܣ ∧ ܤ
• If ܳ ⇒ ܲ then return SAFE

• ܲ ൌ ܲ ∨ ܳ

௛ܨܧܴܲ ܯ ൌ ⋀௟ሻିݏሺݐ݅݊ܫ ሥ ܴሺݏ௜, ௜ାଵሻݏ
ି௛ஸ௜ழ଴

ሻܯ௝௞ሺܨܨܷܵ 	ൌ 	 ሥ ܴሺݏ௜, ௜ାଵሻݏ
଴ஸ௜ழ௞

∧ ሥ ܾܽ݀ ௜ݏ
௝ஸ௜ஸ௞
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Intuition

• A' tells us everything the prover deduced about the 
image of S0 in proving it can't reach an error in k 
steps. 

• Hence, A' is in some sense an abstraction of the 
image relative to the property and the bound k 

A'

S0 Ek

R R R R R R R

A B

k0

The fixed point P is an inductive invariant
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Refinement

• The procedure may be inconclusive for a fixed k
• May add a state that reaches error in k steps (getting 
SAT in step 2 with Z != S0)

• Refinement is just increasing k
• How big can k get?
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Interpolation based MC
For a fixed k:

1. Set Z initially to S0
2. Do BMC starting from Z for k steps

• If SAT: have we found a counterexample?
• If UNSAT, continue

3. Use interpolation to compute over‐approximation of next 
states of Z and add them back into Z
– Can newly added states lead to error states in   k‐1 steps? In k steps?

4. If Z does not increase
– We’ve reached a fixed point Z=P. Is the property true?

5. Otherwise, back to step 2


