
1. b	
  is	
  the	
  thickness	
  of	
  the	
  poly1	
  layer,	
  2µm.	
  a	
  is	
  the	
  width	
  of	
  the	
  beams,	
  2µm.	
  L	
  
is	
  the	
  length	
  of	
  the	
  beams,	
  300µm.	
  

a. 1	
  pt.	
  for	
  effort	
  
1	
  pt.	
  for	
  an	
  approximately	
  right	
  answer	
  

	
  

𝑘 =
𝐸𝑏𝑎!

4𝐿!!
=
2𝐸𝑏𝑎!

𝐿! 	
  

𝑘 =
2 150×10! Nm!   2×10!!m !

300×10!!m ! 	
  

𝒌 = 𝟎.𝟐
𝐍
𝐦	
  

b. 1	
  pt.	
  for	
  effort	
  
1	
  pt.	
  for	
  an	
  approximately	
  right	
  answer	
  

	
   	
  

𝜔! =
𝑘
𝑚	
  

𝝎𝒏 = 𝟔𝟎𝟎𝟎𝟎𝐬!𝟏 ≅ 𝟏𝟎𝐤𝐇𝐳	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  



c. 1	
  pt.	
  for	
  effort	
  
1	
  pt.	
  for	
  an	
  approximately	
  right	
  answer	
  for	
  damping	
  
1	
  pt.	
  for	
  an	
  approximately	
  right	
  answer	
  for	
  Q	
  

	
  

𝑏 =
𝜇𝐴
𝑑 	
  

=
2×10!! Nsm! 100×10!!m !

2×10!!m 	
  

𝒃 = 𝟏𝟎!𝟕
𝐍𝐬
𝐦 	
  

	
  

𝑄 =
𝑘
𝑏𝜔!

	
  

𝑄 =
0.2 Nm

10!! Nsm 60000s!!
	
  

𝑸 = 𝟑𝟎	
  

d. 1	
  pt.	
  for	
  effort	
  
1	
  pt.	
  for	
  an	
  approximately	
  right	
  answer	
  
For	
  a	
  constant	
  voltage	
  

𝑖 =
𝑑(𝐶𝑉)
𝑑𝑡 = 𝑉!"

𝑑𝐶
𝑑𝑡 = 𝑉!"

𝜕𝐶
𝜕𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝑡 	
  

𝑖 = 𝑉!" 𝑁!"#$
𝜖!ℎ
𝑔 𝑥	
  

𝑖 = 𝑉!" 𝑁!"#$
𝜖!ℎ
𝑔 𝜔𝑥! sin 𝜔𝑡 	
  

𝑖 =
10V 100 10!!! Fm 2µμm

2µμm 2𝜋 1kHz 1µμm sin 𝜔𝑡 	
  

𝒊 𝒕 = 𝟐𝝅×𝟏𝟎!𝟏𝟏𝐀  𝐬𝐢𝐧 𝟐𝝅 𝟏𝐤𝐇𝐳 𝒕 	
  

	
  



2. 1	
  pt.	
  for	
  each	
  scaling	
  relation	
  (2	
  pts.	
  total)	
  

a. We	
  know	
  𝜔! ∝ 𝑘.	
  k	
  is	
  proportional	
  to	
  the	
  cube	
  of	
  the	
  beam	
  width,	
  so	
  

𝜔! ∝ 𝑎!/!.	
  If	
  𝑎	
  is	
  scaled	
  by	
  (1+x),	
  then	
  𝜔!	
  is	
  scaled	
  by	
   1+ 𝑥 !/!.	
  

Doing	
  a	
  Taylor	
  expansion	
  for	
  small	
  x,	
  we	
  get	
  that	
  𝜔!	
  scales	
  by	
  1+
!
!
𝑥.	
  

This	
  comes	
  out	
  to	
  a	
  15%	
  increase	
  if	
  x=0.1	
  

b. k	
  is	
  proportional	
  to	
  E,	
  so	
  𝜔! ∝ 𝐸.	
  Doing	
  the	
  same	
  analysis,	
  

	
   1+ 𝑥 !/!   → 1+ !
!
𝑥.	
  This	
  is	
  a	
  5%	
  increase	
  for	
  x=0.1.	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  



3. 1	
  pt.	
  for	
  stating	
  the	
  linear	
  relationship	
  between	
  𝒂𝒅𝒓𝒂𝒘𝒏	
  and	
  𝝎𝒏
𝟐/𝟑  	
  

1	
  pt.	
  for	
  your	
  explanation	
  using	
  the	
  plot	
  of	
  𝒂𝒅𝒓𝒂𝒘𝒏  vs.	
  𝝎𝒏
𝟐/𝟑  (You	
  don’t	
  

need	
  to	
  plot	
  anything.	
  Just	
  state	
  that	
  you	
  are	
  going	
  to	
  use	
  it)	
  
1	
  pt.	
  for	
  relating	
  Young’s	
  Modulus	
  to	
  the	
  slope	
  
1	
  pt.	
  for	
  relating	
  𝒂𝒐𝒇𝒇𝒔𝒆𝒕	
  to	
  the	
  x-­‐intercept	
  
	
  
We	
  can	
  relate	
  the	
  resonant	
  frequency	
  to	
  beam	
  width,	
  𝑎	
  by	
  

𝜔! =
𝑘
𝑚 =

2𝐸𝑏𝑎!

𝑚𝐿! 	
  

𝜔! = 𝛾𝑎
!
!	
  

Where	
  𝛾 = !!"
!!!

	
  is	
  a	
  constant.	
  Let	
  us	
  assume	
  that	
  we	
  have	
  measured	
  the	
  

resonant	
  frequency	
  of	
  each	
  structure.	
  If	
  we	
  plot	
  the	
  values	
  of	
  𝑎	
  vs.	
  the	
  

measured	
  frequencies	
  𝜔!"#$	
  we	
  would	
  expect	
  for	
  the	
  resonant	
  frequency	
  to	
  

go	
  to	
  zero	
  as	
  𝑎	
  goes	
  to	
  zero.	
  This	
  is	
  usually	
  not	
  the	
  case,	
  as	
  structures	
  hardly	
  

ever	
  come	
  out	
  in	
  fabrication	
  as	
  drawn.	
  There	
  is	
  always	
  some	
  offset	
  between	
  

what	
  is	
  drawn	
  on	
  a	
  mask	
  and	
  what	
  your	
  lithography	
  actually	
  does.	
  What	
  we	
  

actually	
  get	
  is	
  

𝜔!"#$ = 𝛾 𝑎!"#$% + 𝑎!""#$%
!
!	
  

Now	
  if	
  we	
  plot	
  𝑎!"#$%	
  vs.	
  𝜔!"#$
!
! 	
  we	
  will	
  get	
  a	
  linear	
  plot	
  where	
  the	
  

extrapolated	
  x-­‐intercept	
  will	
  be	
  the	
  negative	
  of	
  the	
  beam	
  width	
  offset.	
  The	
  

plot	
  below	
  shows	
  a	
  linear	
  extrapolation	
  of	
  what	
  would	
  happen	
  if	
  the	
  beams	
  

were	
  ~0.25µm	
  smaller	
  than	
  drawn	
  (The	
  resonant	
  frequency	
  is	
  lower	
  than	
  

expected).	
  The	
  Young’s	
  modulus	
  can	
  be	
  found	
  from	
  the	
  slope	
  of	
  the	
  line	
  

which	
  is	
  𝛾
!
!.	
  



	
  

	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  



4. 1	
  pt.	
  for	
  each	
  scaling	
  relation	
  (8	
  pts.	
  total).	
  
Assuming	
  we	
  keep	
  the	
  substrate	
  gap	
  at	
  2µm	
  

	
  

𝑘 ∝
ℎ𝑤!

𝐿! → 𝑘 ∝ 𝑆  

𝑚 ∝ 𝑉 ∝ 𝑆!  

𝑏 ∝ 𝐴 ∝ 𝑆!  

𝐹 ∝
ℎ
𝑔 → Does  not  change 

𝜔! =
𝑘
𝑚 ∝

𝑆
𝑆! → 𝜔! ∝

1
𝑆  

𝑄 =
𝑘
𝑏𝜔!

∝
𝑆

𝑆! 1
𝑆

→ 𝐷𝑜𝑒𝑠  𝑛𝑜𝑡  𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒  

𝑥!" =
𝐹
𝑘 →

1
𝑆  

𝑥!"#$%&%'" =
𝐹
𝑏𝜔!

∝
1

𝑆! 1
𝑆

→
1
𝑆  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



5. 1	
  pt.	
  for	
  each	
  scaling	
  relation	
  (8	
  pts.	
  total).	
  It	
  is	
  fine	
  if	
  you	
  scaled	
  the	
  
substrate	
  gap.	
  
Assuming	
  gap	
  to	
  the	
  substrate	
  stays	
  the	
  same	
  

	
  
𝑘 ∝ ℎ → 𝑘 ∝ 𝑆  

𝑚 ∝ ℎ ∝ 𝑆  

𝑏 → 𝐷𝑜𝑒𝑠  𝑛𝑜𝑡  𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒  

𝐹 ∝ ℎ ∝ 𝑆  

𝜔! =
𝑘
𝑚 ∝

𝑆
𝑆 → 𝜔! → 𝐷𝑜𝑒𝑠  𝑛𝑜𝑡  𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒  

𝑄 ∝ 𝑘 ∝ 𝑆  

𝑥!" =
𝐹
𝑘 ∝

𝑆
𝑆 → 𝐷𝑜𝑒𝑠  𝑛𝑜𝑡  𝑐ℎ𝑎𝑛𝑔𝑒  

𝑥!"#$%&%'" ∝ 𝐹 ∝ 𝑆  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



6. 1	
  pt.	
  for	
  effort	
  
1	
  pt.	
  for	
  the	
  approximately	
  right	
  answer	
  
	
  

𝐹 = 𝑁!"#$
1
2 𝜖!𝑉!"

! ℎ
𝑔 = 𝑘𝑥!"   

𝑥!" =
𝑁!"#$

1
2 𝜖!𝑉!"

! ℎ
𝑔

𝑘   

=
100 0.01nN
0.2  N/m   

𝑥!" = 5nm  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



7. 1	
  pt.	
  for	
  effort  
1	
  pt.	
  for	
  getting	
  the	
  approximately	
  right	
  answer  

𝐹 = 𝑁!"#$
1
2 𝜖!

ℎ
𝑔 𝑉!"! +

1
2𝑉!"

! + 2𝑉!"𝑉!" sin 𝜔𝑡 −
1
2𝑉!"

! cos 2𝜔𝑡   

   The  𝜔  component  will  be    

𝐹! = 𝑁!"#$
1
2 𝜖!

ℎ
𝑔 2𝑉!"𝑉!"   

= 𝑁!"#$
1
2 𝜖! 𝑉!"

! ℎ
𝑔
2𝑉!"
𝑉!"

    

= 100 1nN 2
1
10   

𝐹! = 20nN  

   Assuming  we  are  far  below  resonance,  we  can  use  DC  deflection  

𝑥!!" =
𝐹!
𝑘 = 100nm  

  

8. 1	
  pt.	
  for	
  effort	
  
1	
  pt.	
  for	
  the	
  approximately	
  right	
  deflection	
  amplitude	
  in	
  each	
  section	
  (3	
  
pts.	
  total)	
  
1	
  pt.	
  for	
  getting	
  the	
  phase	
  right	
  in	
  each	
  section	
  (3	
  pts.	
  total)	
  

	
  
	
   @	
  DC	
  the	
  phase	
  is	
  zero	
  
	
  

𝑥!" =
𝐹!"
𝑘 =

𝑁!"#$
1
2 𝜖!

ℎ
𝑔 𝑉!"! + 12𝑉!"

!

𝑘 	
  

𝑥!" ≅
𝑁!"#$

1
2 𝜖!

ℎ
𝑔𝑉!"

!

𝑘 	
  

𝑥!" =
100 1nN

0.2 nNnm
	
  

𝑥!" = 500nm	
  



	
   @	
  𝜔!	
  the	
  phase	
  is	
  −90!	
  

𝑥!! =
𝐹!
𝑏𝜔!

=
𝑁!"#$

1
2 𝜖!

ℎ
𝑔 2𝑉!"𝑉!"

𝑏𝜔!
	
  

	
  
	
  

𝑥!! =
20nN

10!! Nsm 60×10!s!!
	
  

	
  
𝑥!! = 3µμm	
  

	
  
	
   @	
  2𝜔!	
  the	
  phase	
  is	
  −180!	
  

𝑥!!! =
𝐹!!
𝑚𝜔 =

𝑁!"#$
1
2 𝜖!

ℎ
𝑔

1
2𝑉!"

!

𝑚 2𝜔! ! 	
  

	
  

=
1
2 100 0.01nN

4.6×10!!!kg 120×10!s!! !	
  

	
   	
  
𝑥!!! = 0.8nm	
  

	
  
The	
  full	
  displacement	
  function	
  will	
  be	
  (phases	
  in	
  radians)	
  
	
  

𝑥 𝑡 = 0.5µμm+ 3µμm sin ω!t−
π
2 − 0.0008µμm  cos 2𝜔!𝑡 − 𝜋 	
  

	
  


